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概要
Atiyah-MacDonald 可換代数入門 [1] 第 6 章の演習問題の解答をまとめたものである．

6 連鎖条件
演習問題

1. i) 部分加群の昇鎖 Ker(u) ⊆ Ker(u2) ⊆ · · · を考える．昇鎖条件によって，この昇鎖は停留的である．
すなわち，ある整数 nが存在してKer(un) = Ker(un+1) = · · · となる．uは全射より un は全射で
あるので，x ∈ M が u(x) = 0 ならば x = un(y) となる y ∈ M が存在して，un+1(y) = u(x) = 0
より y ∈ Ker(un+1) = Ker(un) となり，x = un(y) = 0 である．すなわち u は単射である．よっ
て u は同型写像である．

ii) 部分加群の降鎖 Im(u) ⊇ Im(u2) ⊇ · · · を考える．降鎖条件によって，この降鎖は停留的で
ある．すなわち，ある整数 n が存在して Im(un) = Im(un+1) = · · · となる．x ∈ M に対し
un(x) ∈ Im(un) = Im(un+1) より un(x) = un+1(y) となる y ∈ M が存在する．u は単射より
un は単射であるので，x = u(y) である．すなわち u は全射である．よって u は同型写像である．

2. N を M の部分加群とし，Σ を N のすべての有限生成部分加群の集合とすると，命題 6.2 の証明と同
様にして N は Σ の極大元で有限生成となるので，命題 6.2 より M はネーター加群となる．

3. 系 6.4 より M/N1 ⊕ M/N2 はネーター加群であり自然な写像 M/(N1 ∩ N2) → M/N1 ⊕ M/N2 は単
射なので命題 6.3 より M/(N1 ∩ N2) はネーター加群となる．アルティン加群の場合も同様である．

4. x1, . . . , xn を M の生成系とする．系 6.4 より Mn はネーター A-加群であり，a 7→ (ax1, . . . , axn) に
よって定義される写像 A → Mn は単射 A/a → Mn を誘導するので，命題 6.3 によって，A/a はネー
ター A-加群である．ゆえに，A/a はネーター A/a-加群であるので，ネーター環である．
p を固定した素数とし，G を位数が p のベキであるすべての元からなる Q/Z の部分群とすると，G は
アルティン Z-加群であるが，G の零化イデアルは (0) で Z/(0) はアルティン環ではない．

5. Y を X の部分空間，Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · を Y の閉集合の降鎖とする．このとき，Yn を Yn の X にお
ける閉包とすると Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · は X の閉集合の降鎖であり，降鎖条件によって，この降鎖は停留
的である．すなわち，ある整数 n が存在して Yn = Yn+1 = · · · となる．よって Yn = Yn ∩ Y より
Yn = Yn+1 = · · · となるので，Y の閉集合の降鎖は停留的であり，Y はネーター空間である．
{Xi}i∈I を X の開被覆とする．集合 Xi の有限個の和集合全体の集合は，空でないから極大元 Y を
もつ．すべての i ∈ I に対して Y ∪ Xi = Y であるから，Y = X となり，X は準コンパクトである．
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6. i) =⇒ iii) 演習問題 5 より X の部分空間はネーター空間であり，準コンパクトである．
iii) =⇒ ii) 明らか．
ii) =⇒ i) X1 ⊆ X2 ⊆ · · · を X の開集合の昇鎖とする．Xn 全体の和集合 Y は開集合なので準コン
パクトであり，{Xn}n は Y の開被覆であるから，Y は Xn の有限個の和集合となるので，ある整数
n が存在して Y = Xn となる．よって Xn = Xn+1 = · · · となるので，この昇鎖は停留的である．

7. 有限個の既約な閉集合の和集合で表されない X の閉部分集合の集合を Σ とする．Σ 6= ∅ と仮定する
と極小元 Y をもつ．Y は空ではなく，既約でもないので，Y と異なる閉集合 Y1, Y2 の和集合と表さ
れる．このとき，極小性により Y1, Y2 /∈ Σ である．したがって Σ の定義より Y /∈ Σ となり矛盾する．

8. Spec(A) の閉集合は，イデアル a ⊆ A によって V (a) と表される．Spec(A) の閉集合の降鎖 V (a1) ⊇
V (a2) ⊇ · · · を考える．このとき r(a1) ⊆ r(a2) ⊆ · · · はイデアルの昇鎖より，昇鎖条件によって，こ
の昇鎖は停留的である．すなわち，ある整数 n が存在して r(an) = r(an+1) = · · · となる．よって
V (r(an)) = V (an) より V (an) = V (an+1) = · · · となるので降鎖は停留的である．
A = k[x1, x2, . . . ] を体 k 上の可算無限個の不定元 xn に関する多項式環とし，A のイデアル a を
a = (x1, x2

2, . . . , xn
n, . . . ) とする．このとき，環 B = A/a は唯一つの素イデアルをもつので，Spec(B)

はネーター空間である．一方，その素イデアルは有限生成でないので，B はネーター環ではない．
9. A をネーター環とする．演習問題 8 から，X = Spec(A) はネーター空間であり，演習問題 7 から，X

の既約成分の集合は有限である．よって，第 1 章，演習問題 20 iv) より X の既約成分は A の極小素
イデアル p を用いて V (p) と表されることから従う．

10. 命題 6.2 より M は有限生成であり，a = Ann(M) とすると，第 3 章，演習問題 19 v) より
Supp(M) = V (a) である．よって Supp(M) は Spec(A/a) と同相であり，演習問題 4 より A/a は
ネーター環であるので，演習問題 8 より Supp(M) はネーター空間である．

11. f∗ : Spec(B) → Spec(A) が閉写像ならば f が上昇性質をもつことは第 5 章，演習問題 10 で示し
た．f が上昇性質をもつとき，X を Spec(B) の閉集合とすると，演習問題 5 より X はネーター空
間であるので，演習問題 7 より Xi (1 ⩽ i ⩽ n) を X の既約な閉集合として X =

∪n
i=1 Xi とかけ

る．よって f∗(X) =
∪n

i=1 f∗(Xi) より X を Spec(B) の既約な閉集合としてもよい．このとき X

は素イデアル q ⊆ B によって X = V (q) と表せる．p = qc とおくと，第 5 章，演習問題 10 より
f∗ : Spec(B/q) → Spec(A/p) は全射であるので f∗(V (q)) = V (p) となり f∗ は閉写像となる．

12. 素イデアルの昇鎖 p1 ⊆ p2 ⊆ · · · を考える．V (p1) ⊇ V (p2) ⊇ · · · は閉集合の降鎖より，降鎖条件に
よって，この降鎖は停留的である．すなわち，ある整数 n が存在して V (pn) = V (pn+1) = · · · とな
る．よって pn ∈ V (pn) = V (pn+1) = · · · より pn = pn+1 = · · · となるので昇鎖は停留的である．
A =

∏∞
n=0 Z/(2) とし，n 以下の成分が 1，n より大きい成分が 0 である A の元を en とおくと，開

集合の昇鎖 Xe0 ⊂ Xe1 ⊂ · · · は停留しないので Spec(A) はネーター空間ではない．一方，A はブー
ル環であり，第 1 章，演習問題 11 よりすべての素イデアルは極大イデアルであるので，素イデアル全
体の集合は昇鎖条件を満たす．
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