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概要
Atiyah-MacDonald 可換代数入門 [1] 第 2 章の演習問題の解答をまとめたものである．

2 加群
演習問題 2.2. i) a ∈ A に対して

a ∈ Ann(M +N) ⇐⇒ 0 = a(M +N) = aM + aN

⇐⇒ aM = aN = 0 ⇐⇒ a ∈ Ann(M) ∩ Ann(N)

が成り立つことから従う．
ii) a ∈ A に対して

aP ⊆ N ⇐⇒ a(N + P ) = aN + aP ⊆ N ⇐⇒ a((N + P )/N) = 0

が成り立つことから従う．

演習問題 2.15. M ⊗A N の B-加群の構造と N ⊗B P の A-加群の構造を

(x⊗ y)b = x⊗ yb, x ∈ M, y ∈ N, b ∈ B,

a(y ⊗ z) = ay ⊗ z, a ∈ A, y ∈ N, z ∈ P

によって定めるとM⊗AN，N⊗BP は (A,B)-両側加群*1となる．同様に (M⊗AN)⊗BP，M⊗A (N⊗BP )
も (A,B)-両側加群となり，命題 2.14 ii) の写像で 2 つの加群は A-加群としても B-加群としても同型となる．

演習問題 2.20. 任意の B-加群 N に対して，命題 2.14 i) iv) と演習問題 2.15 より標準的な同型

N ⊗B MB = N ⊗B (B ⊗AM) ∼= (N ⊗B B) ⊗AM ∼= (B ⊗B N) ⊗AM ∼= N ⊗AM

をもつ．ゆえに 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 を任意の B-加群の完全列とすると，次の図式は可換である．

0 N ′ ⊗AM N ⊗AM N ′′ ⊗AM 0

0 N ′ ⊗B MB N ⊗B MB N ′′ ⊗B MB 0

∼= ∼= ∼=

M は平坦 A-加群より上の行は完全列なので下の行も完全列である．よって MB は平坦 B-加群である．

*1 邦訳 [1] では bimodule を複加群と訳しているが，両側加群 (または双加群) と訳すことの方が多いと思われる．
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演習問題
1. m と n が互いに素であるので am+bn = 1 となる a, b ∈ Z が存在し，すべての x ∈ Z/mZ，y ∈ Z/nZ
に対して x⊗ y = (am+ bn)(x⊗ y) = a(mx⊗ y) + b(x⊗ ny) = 0 が成り立つことから従う．

2. 完全列 0 → a → A → A/a → 0 に対して，命題 2.18 より a ⊗AM
f→ A⊗AM → (A/a) ⊗AM → 0

は完全列であるので，Coker(f) = (A⊗AM)/Im(f) ∼= (A/a) ⊗AM である．一方で命題 2.14 iv) の
標準的な同型 A⊗AM ∼= M によって Im(f) は aM に対応するので，M/aM ∼= (A/a) ⊗AM である．

3. m を A の極大イデアル，k = A/m をその剰余体とする．Mk = k ⊗AM とすると，演習問題 2 より
Mk

∼= M/mM となる．Mk = 0 ならば mM = M ゆえ，中山の補題 (命題 2.6) よりM = 0 となる．
よって M ⊗A N = 0 ならば，Mk = 0 または Nk = 0 であることを示せばよい．M ⊗A N = 0 なら
ば (M ⊗A N)k = k ⊗A (M ⊗A N) = 0 であり，命題 2.14 ii) iv) と演習問題 2.15 より

Mk ⊗k Nk = (k ⊗AM) ⊗k (k ⊗A N) ∼= ((k ⊗AM) ⊗k k) ⊗A N

∼= (k ⊗AM) ⊗A N ∼= k ⊗A (M ⊗A N) = (M ⊗A N)k = 0

である．Mk と Nk は体 k 上の有限次元ベクトル空間であるからMk
∼= km，Nk ∼= kn とすると，命

題 2.14 ii) iv) から 0 = Mk ⊗k Nk ∼= km ⊗k k
n ∼= kmn となるのでMk = 0 または Nk = 0 となる．

4. 任意の A-加群 N に対して，命題 2.14 iii) と同様に標準的な同型 N ⊗AM ∼=
⊕

i∈I(N ⊗AMi) をも
つので，0 → N ′ → N → N ′′ → 0 を任意の A-加群の完全列とすると，次の図式は可換である．

0 N ′ ⊗AM N ⊗AM N ′′ ⊗AM 0

0
⊕

i∈I(N ′ ⊗AMi)
⊕

i∈I(N ⊗AMi)
⊕

i∈I(N ′′ ⊗AMi) 0

∼= ∼= ∼=

下の行が完全列であることと，各 0 → N ′ ⊗AMi → N ⊗AMi → N ′′ ⊗AMi → 0 が完全列であるこ
とは同値である．よって M が平坦であることと，各 Mi が平坦であることは同値である．

5. 命題 2.14 iv) より A は平坦 A-加群である．したがって，演習問題 4 から自由 A-加群は平坦である．
よって A[x] =

⊕∞
i=0 Ax

i ∼=
⊕∞

i=0 A は自由 A-加群であるので，A[x] は平坦 A-代数である．
6. f = a0 + a1x + · · · + anx

n ∈ A[x]，u = m0 + m1x + · · · + mrx
r ∈ M [x] に対して，積 fu

は fu =
∑n+r
k=0

(∑k
i=0 aimk−i

)
xk であり，各 k = 0, 1, . . . , n + r に対して，∑k

i=0 aimk−i ∈ M

であるので，fu ∈ M [x] である．よって M [x] は A[x]-加群である．ϕ : M [x] → A[x] ⊗A M を
ϕ(u) =

∑r
j=0(xj ⊗mj) とすると，ϕ は A[x]-加群の準同型写像である．実際，

ϕ(fu) =
n+r∑
k=0

k∑
i=0

ϕ(aimk−ix
k) =

n+r∑
k=0

k∑
i=0

(xk ⊗ aimk−i) =
r∑
j=0

n∑
i=0

(xi+j ⊗ aimj)

=
r∑
j=0

((
n∑
i=0

aix
i

)
xj ⊗mj

)
=

(
n∑
i=0

aix
i

) r∑
j=0

(xj ⊗mj)

 = fϕ(u)

が成り立つ．(f,m) 7→
∑n
i=0(aim)xi によって定義される写像 A[x] ×M → M [x] は A-双線形である

から，ψ(f ⊗ m) =
∑n
i=0(aim)xi によって定義される A-加群の準同型写像 ψ : A[x] ⊗A M → M [x]

を誘導する．ϕ ◦ ψ と ψ ◦ ϕ は恒等写像となるので，ϕ と ψ は A[x]-加群の同型写像である．
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7. A/p は整域であるので，A[x]/p[x] ∼= (A/p)[x] は整域である．よって p[x] は A[x] の素イデアルであ
る．一方で 0 は Q の極大イデアルであるが，0[x] は Q[x] の極大イデアルではない．

8. i) 0 → P ′ → P → P ′′ → 0 を任意の A-加群の完全列とすると，M が平坦 A-加群であるので，
0 → P ′ ⊗AM → P ⊗AM → P ′′ ⊗AM → 0 は完全列である．命題 2.14 ii) の標準的な同型に
よって次の図式は可換である．

0 (P ′ ⊗AM) ⊗A N (P ⊗AM) ⊗A N (P ′′ ⊗AM) ⊗A N 0

0 P ′ ⊗A (M ⊗A N) P ⊗A (M ⊗A N) P ′′ ⊗A (M ⊗A N) 0

∼= ∼= ∼=

N は平坦 A-加群より上の行は完全列ゆえ下の行も完全列なので，M ⊗AN は平坦 A-加群である．
ii) 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 を任意の A-加群の完全列とすると，B が平坦 A-代数であるので，

0 → M ′ ⊗A B → M ⊗A B → M ′′ ⊗A B → 0 は完全列である．命題 2.14 iv) と演習問題 2.15 よ
り標準的な同型

(M ⊗A B) ⊗B N ∼= M ⊗A (B ⊗B N) ∼= M ⊗A N

をもつので，次の図式は可換である．

0 (M ′ ⊗A B) ⊗B N (M ⊗A B) ⊗B N (M ′′ ⊗A B) ⊗B N 0

0 M ′ ⊗A N M ⊗A N M ′′ ⊗A N 0

∼= ∼= ∼=

N は平坦 B-加群より上の行は完全列ゆえ下の行も完全列なので，N は平坦 A-加群である．
9. 0 → M ′ f→ M

g→ M ′′ → 0とおくと，g は全射でかつCoker(f) = M/f(M ′)からM ′′ への同型写像を
誘導する．x′

1, . . . , x
′
n を M ′ の生成系，x′′

1 , . . . , x
′′
m を M ′′ の生成系とする．g(xi) = x′′

i (1 ⩽ i ⩽ m)
を満たす xi ∈ M をとる．このとき，x1, . . . , xm, f(x′

1), . . . , f(x′
n) は M の生成系である．実際，N

を x1, . . . , xm, f(x′
1), . . . , f(x′

n) によって生成される M の部分加群とすると，N は f(M ′) を含み，
x′′

1 , . . . , x
′′
m ∈ g(N) であるから g(N) = M ′′ が成り立つ．ゆえに，g によって f(M ′) を含んでいる M

の部分加群とM ′′ の部分加群との間には 1 対 1 の順序を保存する対応があるので，M = N を得る．
10. M/aM → N/aN が全射であるので，N = aN + u(M) となり，系 2.7 より N = u(M) を得る．
11. m を A の極大イデアルとし，ϕ : Am → An を A-加群の同型写像とする．このとき，k = A/m とお
くと，命題 2.18 より 1 ⊗ ϕ : k ⊗A A

m → k ⊗A A
n は A-加群の同型写像である．一方で命題 2.14 iii)

iv) より任意の r ⩾ 0 に対して k ⊗A A
r ∼= (k ⊗A A)r ∼= kr となるので，1 ⊗ ϕ は体 k 上の次元が m

と n のベクトル空間の間の同型写像である．ゆえに m = n となる．
ϕ : Am → An が A-加群の全射ならば，同型の場合と同様に 1 ⊗ ϕ : k ⊗A A

m → k ⊗A A
n は体 k 上

m 次元ベクトル空間から n 次元ベクトル空間への全射であることがわかるので，m ⩾ n である．
ϕ : Am → An が単射であるとき，m > n と仮定する．An を Am の部分加群

{(a1, . . . , an, 0, . . . , 0) ∈ Am | ai ∈ A}

とみなすことができるので，ϕ は Am の A-加群の自己準同型写像とみなすことができる．

I = {f(x) ∈ A[x] | f(ϕ) = 0}
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とおくと，命題 2.4 より I 6= 0 である．よって f = a0 +a1x+ · · ·+alx
l (al 6= 0) を f ∈ I となる最小

次数の多項式とし，p : Am → A を第 m 射影とすると，0 = p◦f(ϕ) = p◦(a0 +a1ϕ+ · · ·+alϕ
l) = a0p

であるので a0 = 0 となる．ゆえに 0 = f(ϕ) = a1ϕ+ · · · + alϕ
l = ϕ ◦ (a1 + · · · + alϕ

l−1) より ϕ が
単射であるので a1 + · · · + alϕ

l−1 = 0 となる．よって g = a1 + · · · + alx
l−1 は g ∈ I を満たすので，

f が f ∈ I となる最小次数の多項式であることに反する．したがって m ⩽ n が成り立つ．
12. e1, . . . , en を An の基底とし，ϕ(ui) = ei (1 ⩽ i ⩽ n) を満たす ui ∈ M をとる．このとき，N を

u1, . . . , un によって生成される部分加群とすると，M ∼= Ker(ϕ) ⊕ N が成り立つ．実際，ψ(ei) = ui

(1 ⩽ i ⩽ n)によって ψ : An → M を定義すると ϕ◦ψ = 1An であり，x ∈ M に対し ϕ(x−(ψ◦ϕ)(x)) =
ϕ(x)− (ϕ◦ψ ◦ϕ)(x) = 0 より x− (ψ ◦ϕ)(x) ∈ Ker(ϕ) ゆえ f(x) = (x− (ψ ◦ϕ)(x), (ψ ◦ϕ)(x)) によっ
て f : M → Ker(ϕ)⊕N を定めると f は同型写像である．それは x ∈ Ker(f)に対し (ψ◦ϕ)(x) = 0ゆ
え x = x− (ψ ◦ϕ)(x) = 0 より f は単射であり，(y, z) ∈ Ker(ϕ) ⊕N に対し ϕ(y) = 0，(ψ ◦ϕ)(z) = z

より f(y + z) = (y + z − (ψ ◦ ϕ)(y + z), (ψ ◦ ϕ)(y + z)) = (y, z) となるので f は全射だからである．
したがって Ker(ϕ) ∼= M/N よりM が有限生成 A-加群であることから，Ker(ϕ) は有限生成である．

13. p(b⊗y) = by によって p : NB → N を定義すると，(p◦g)(y) = p(1⊗y) = y より p◦g = 1N ゆえ g は
単射である．x ∈ NB に対し p(x− (g ◦ p)(x)) = p(x) − (p ◦ g ◦ p)(x) = 0 より x− (g ◦ p)(x) ∈ Ker(p)
ゆえ ϕ(x) = ((g ◦ p)(x), x − (g ◦ p)(x)) によって ϕ : NB → Im(g) ⊕ Ker(p) を定めると ϕ は
同型写像である．実際，x ∈ Ker(ϕ) に対し (g ◦ p)(x) = 0 ゆえ x = x − (g ◦ p)(x) = 0 より
ϕ は単射であり，(y, z) ∈ Im(g) ⊕ Ker(p) に対し (g ◦ p)(y) = y，p(z) = 0 より ϕ(y + z) =
((g ◦ p)(y+ z), y+ z− (g ◦ p)(y+ z)) = (y, z) となるので ϕ は全射である．したがって g(B) = Im(g)
は NB の直和因子である．

順極限
14. i ⩽ j のとき µi = µj ◦ µij が成り立つことを示す．xi ∈ Mi に対し xi − µij(xi) ∈ D = Ker(µ) より

µi(xi) − (µj ◦ µij)(xi) = µ(xi) − µ(µij(xi)) = µ(xi − µij(xi)) = 0 より µi = µj ◦ µij が成り立つ．
15. x ∈ M に対し µ が全射より，有限集合 I0 ⊆ I と xi0 ∈ Mi0 (i0 ∈ I0) が存在して µ(

∑
i0∈I0

xi0) = x

となる．I は有向集合より i ∈ I が存在して任意の i0 ∈ I0 に対し i0 ⩽ i を満たす．このと
き xi =

∑
i0∈I0

µi0i(xi0) ∈ Mi とすると µi(xi) = µi(
∑
i0∈I0

µi0i(xi0)) =
∑
i0∈I0

µi(µi0i(xi0)) =∑
i0∈I0

µi0(xi0) =
∑
i0∈I0

µ(xi0) = µ(
∑
i0∈I0

xi0) = x となる．
µ(xi) = µi(xi) = 0 ならば xi ∈ Ker(µ) = D より xi =

∑n
k=1(xik −µikjk

(xik )) (ik ⩽ jk，xik ∈ Mik )
と表される．I0 = {i1, . . . , in, j1, . . . , jn} とおくと，I は有向集合より j ∈ I が存在して任意の
i0 ∈ I0 ∪ {i} に対し i0 ⩽ j を満たす．各 i0 ∈ I0 に対し yi0 ∈ Mi0 を

∑n
k=1(xik −µikjk

(xik )) のMi0

成分とすると，xi =
∑n
k=1(xik −µikjk

(xik )) =
∑
i0∈I0

yi0 であり i0 6= i ならば yi0 = 0 である．よっ
て µij(xi) =

∑
i0∈I0

µi0j(yi0) =
∑n
k=1(µikj(xik ) − µjkj(µikjk

(xik ))) = 0 となる．
16. (M,µi) と (M ′, µ′

i) を問題文の性質を満たす二つの組とすると，(N,αi) を (M ′, µ′
i) によっておき

かえることで，唯一の µ′ : M → M ′ が存在して µ′
i = µ′ ◦ µi を満たす．M と M ′ の役割を入れか

えると，唯一の µ : M ′ → M が存在して µi = µ ◦ µ′
i を満たす．このときすべての i ∈ I に対して

µ′
i = µ′ ◦ µi = (µ′ ◦ µ) ◦ µ′

i を満たし 1M ′ も同じ性質を満たすので一意性によって µ′ ◦ µ = 1M ′ であ
る．同様にして µ ◦ µ′ = 1M であるので，M と M ′ は同型である．
αi : Mi → N はA-加群の準同型写像 α : C → N を誘導し，Dの生成元 xi−µij(xi)はα(xi−µij(xi)) =
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αi(xi) − (αj ◦µij)(xi) = 0 となるので，A-加群の準同型写像 α : M → N が誘導され，すべての i ∈ I

に対して αi = α ◦ µi を満たす．演習問題 15 よりM のすべての元はある i ∈ I とある xi ∈ Mi によ
り µi(xi) という形で表されるので，準同型写像 α は αi = α ◦ µi という条件によって一意的である．

17. すべての i に対し Mi ⊆
∑
Mi より

∪
Mi ⊆

∑
Mi であり，

∪
Mi は部分加群であるので

∑
Mi がす

べての Mi を含む最小の部分加群であることから
∪
Mi =

∑
Mi が成り立つ．µi : Mi →

∪
Mi を Mi

の ∪
Mi への埋め込みとする．N を A-加群とし，任意の i ∈ I に対して αi : Mi → N を A-加群の準

同型写像で，i ⩽ j のとき αi = αj ◦ µij を満たしているものとする．このとき，αi = αj |Mi
であるの

で α :
∪
Mi → N を α|Mi

= αi によって定めると，α はすべての i ∈ I に対して αi = α ◦ µi となる
唯一つの準同型写像となるので，演習問題 16 より lim−→Mi

∼=
∪
Mi が成り立つ．任意の A-加群 M は

その有限生成部分加群の順極限である．実際，すべての x ∈ M は x によって生成される M の部分加
群に属し，二つの有限生成部分加群の和は有限生成部分加群となることから従う．

18. 任意の i ∈ I に対して αi : Mi → N を αi = νi ◦ϕi と定めると，i ⩽ j のとき αj ◦µij = νj ◦ϕj ◦µij =
νj ◦νij ◦ϕi = νi◦ϕi = αi を満たすので，演習問題 16よりすべての i ∈ I に対して αi = νi◦ϕi = ϕ◦µi
を満たす唯一つの準同型写像 ϕ : M → N が存在する．

19. M = (Mi, µij)，N = (Ni, νij)，P = (Pi, πij) とし，µi : Mi → M，νi : Ni → N，πi : Pi → P を
それぞれ対応している準同型写像とする．また Φ : M → N，Ψ : N → P とおき，ϕi : Mi → Ni，
ψi : Ni → Pi の族によって定義されるものとする．ϕ = lim−→ϕi，ψ = lim−→ψi とする．x ∈ M に対し，
演習問題 15 よりある i ∈ I とある xi ∈ Mi により x = µi(xi) となる．Mi → Ni → Pi は完全列よ
り ψi(ϕi(xi)) = 0 であるので ψ(ϕ(x)) = 0 となる．ゆえに Im(ϕ) ⊆ Ker(ψ) が成り立つ．

Mi Ni Pi xi ϕi(xi) 0

M N P x ϕ(x) 0

ϕi

µi

ψi

νi πi

ϕ ψ

y ∈ N が ψ(y) = 0 を満たすとする．演習問題 15 よりある i ∈ I とある yi ∈ Ni により y = νi(yi)
となる．πi(ψi(yi)) = 0 ゆえ，演習問題 15 より j ⩾ i なる j が存在し，πij(ψi(yi)) = 0 となる．
ψj(νij(yi)) = 0 ゆえMj → Nj → Pj は完全列より xj ∈ Mj が存在し ϕj(xj) = νij(yi) となるので，
ϕ(µj(xj)) = y となる．

Mi Ni Pi yi ψi(yi)

Mj Nj Pj xj νij(yi) 0

M N P µj(xj) y 0

ϕi

µij

ψi

νij

νi

πij

πi

ϕj

µj

ψj

νj πj

ϕ ψ

ゆえに Im(ϕ) ⊇ Ker(ψ) が成り立つので，Im(ϕ) = Ker(ψ) より M → N → P は完全列である．

テンソル積は順極限と可換である
20. 任意の i ∈ I に対して，gi : Mi × N → Mi ⊗A N を標準的な双線形写像とする．また任意の i ∈ I

に対して ϕi : Mi ⊗A N → P を順系 (Mi ⊗A N,µij ⊗ 1) に対応する標準的な準同型写像とし，

5



ϕ′
i : Mi → HomA(N,P ) を双線形写像 ϕi ◦ gi : Mi × N → P に対応する準同型写像とすると，i ⩽ j

のとき ϕi = ϕj ◦ (µij ⊗ 1) から ϕ′
i = ϕ′

j ◦ µij が成り立つので，演習問題 16 よりすべての i ∈ I

に対して ϕ′
i = ϕ′ ◦ µi を満たす唯一つの準同型写像 ϕ′ : M → HomA(N,P ) が存在する．ゆえに A-

双線形 g : M × N → P が得られ，準同型写像 ϕ : M ⊗A N → P が定義される．ϕ′
i = ϕ′ ◦ µi よ

り ϕi = ϕ ◦ (µi ⊗ 1) が成り立ち，さらに z ∈ P に対して，演習問題 15 よりある i ∈ I とある
zi ∈ Mi ⊗A N により z = ϕi(zi) と表されるので，

(ϕ ◦ ψ)(z) = ϕ(ψ(ϕi(zi))) = ϕ((µi ⊗ 1)(zi)) = ϕi(zi) = z

となる．x ∈ M に対して，演習問題 15 よりある i ∈ I とある xi ∈ Mi により x = µi(xi) で表され，

(ψ ◦ ϕ)(x⊗ y) = ψ(ϕ((µi ⊗ 1)(xi ⊗ y))) = ψ(ϕi(xi ⊗ y)) = (µi ⊗ 1)(xi ⊗ y) = x⊗ y

となる．よって x⊗ y の形全体はM ⊗A N を生成するので，ϕ ◦ ψ と ψ ◦ ϕ は恒等写像である．
21. αi : Ai → A を自然な写像とする．x, y ∈ A に対し，演習問題 15 よりある i, j ∈ I とある xi ∈ Ai，

yj ∈ Aj により x = αi(xi)，y = αj(yj) と表される．さらに I は有向集合であるので，i ⩽ k かつ
j ⩽ k を満たす k ∈ I が存在する．よって xk = αik(xi)，yk = αjk(yj) とするとき，積 xy を

xy = αk(xkyk)

と定義する．I が有向集合であることと演習問題 15 よりこの定義は k と x, y の代表元の選び方には
依存しないことがわかる．この積により A は環であり αi が環準同型写像であることは明らかである．
A = 0 であるとき i ∈ I を固定する*2．αi(1Ai

) = 1A = 0A より，演習問題 15 から j ⩾ i なる j が存
在し，αij(1Ai

) = 0Aj
であり αij は環準同型より 1Aj

= 0Aj
となるので Aj = 0 となる．

22. 任意の i ∈ I に対して 0 → Ni → Ai は完全列ゆえ，演習問題 19 より 0 → lim−→Ni → lim−→Ai は完全
列である．よって lim−→Ni は lim−→Ai の部分加群とみなせ Ni → lim−→Ni は αi : Ai → lim−→Ai の制限写像
となる．x ∈ lim−→Ni に対し，演習問題 15 よりある i ∈ I とある xi ∈ Ni により x = αi(xi) と表さ
れる．よってある n > 0 が存在して xni = 0 より xn = αi(xni ) = 0 ゆえ x は lim−→Ai のベキ零元とな
る．逆に x が lim−→Ai のベキ零元のとき，ある n > 0 が存在して xn = 0 であり，演習問題 15 よりあ
る i ∈ I とある xi ∈ Ai により x = αi(xi) と表される．よって αi(xni ) = αi(xi)n = xn = 0 ゆえ，
演習問題 15 より j ⩾ i なる j が存在し，αij(xni ) = 0 となる．ゆえに αij(xi)n = αij(xni ) = 0 より
αij(xi) ∈ Nj となるので x = αi(xi) = αj(αij(xi)) ∈ lim−→Ni となる．したがって lim−→Ni は lim−→Ai の
ベキ零元根基である．
任意の Ai が整域であるとする．x, y ∈ lim−→Ai が xy = 0 を満たすとする．演習問題 15 よりある
i ∈ I とある xi, yi ∈ Ai により x = αi(xi)，y = αi(yi) と表される．このとき αi(xiyi) = xy = 0 ゆ
え，演習問題 15 よりある j ⩾ i なる j が存在し，αij(xiyi) = 0 となる．よって αij(xi)αij(yi) =
αij(xiyi) = 0 であり Aj が整域であることから αij(xi) = 0 または αij(yi) = 0 となる．よって
x = αi(xi) = αj(αij(xi))，y = αi(yi) = αj(αij(yi)) より x = 0 または y = 0 となる．したがって
lim−→Ai は整域である．

23. J = {j1, . . . , jn}，J ′ = {j1, . . . , jn, jn+1, . . . , jn′} とする．A-代数の準同型写像 βJJ ′ : BJ → BJ′ は
βJJ ′(b1 ⊗ · · · ⊗ bn) = b1 ⊗ · · · ⊗ bn ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 によって定まる．βJ : BJ → B を自然な環準同型写

*2 普遍性により I = ∅ ならば lim−→i∈I
Ai は環の圏の始対象 Z であるので，A = lim−→i∈I

Ai = 0 6= Z ならば I 6= ∅ である．
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像とするとき，βJJ ′ : BJ → BJ′ が A-代数の準同型写像より，環 B には環準同型写像 A → BJ → B

によって A-代数の構造が入り，βJ : BJ → B は A-代数の準同型写像であることがわかる．

平坦性とトーション関手
Tor の定義およびその性質については例えば [4, 5] などを参照されたい．

24. i) =⇒ ii)
· · · Fn Fn−1 · · · F0 N 0

を N の自由分解とする．M は平坦より

· · · M ⊗A Fn M ⊗A Fn−1 · · · M ⊗A F0 M ⊗A N 0

は完全列となる．よって n > 0 のとき TorAn (M,N) = 0 である．
ii) =⇒ iii) 明らか．
iii) =⇒ i) 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 を完全列とする．このとき，

TorA1 (M,N ′′) M ⊗A N
′ M ⊗A N M ⊗A N

′′ 0

は完全列となる．TorA1 (M,N ′′) = 0 であるから，M は平坦となる．
25. すべての A-加群 M に対して，

TorA2 (M,N ′′) TorA1 (M,N ′) TorA1 (M,N) TorA1 (M,N ′′)

は完全列となる．演習問題 24 より TorA2 (M,N ′′) = TorA1 (M,N ′′) = 0 であるから TorA1 (M,N ′) ∼=
TorA1 (M,N) ゆえ，演習問題 24 より N ′ が平坦であることと N が平坦であることは同値である．

26. (=⇒) 演習問題 24 より明らか．
(⇐=) すべての有限生成 A-加群 M に対して TorA1 (M,N) = 0 ならば N は平坦であることを示す．
f : M ′ → M が単射で，M と M ′ が有限生成のとき，0 → M ′ → M → Coker(f) → 0 は完全列より

TorA1 (Coker(f), N) M ′ ⊗A N M ⊗A N
f⊗1

は完全列であり，Coker(f) は有限生成なので TorA1 (Coker(f), N) = 0 となり f ⊗ 1 は単射である．
よって命題 2.19 より N は平坦である．次にすべての巡回 A-加群 M に対して TorA1 (M,N) = 0 な
らば N が平坦であることを示す．M を有限生成とするとき，x1, . . . , xn を M の生成系とし，Mi を
x1, . . . , xi によって生成される部分加群とする．0 → Mi−1 → Mi → Mi/Mi−1 → 0 は完全列より

TorA1 (Mi−1, N) TorA1 (Mi, N) TorA1 (Mi/Mi−1, N)

は完全列であり，Mi/Mi−1 は巡回 A-加群より TorA1 (Mi/Mi−1, N) = 0 である．M1 が巡回 A-加群
より帰納的に TorA1 (Mi, N) = 0 となるので TorA1 (M,N) = 0 となり N は平坦である．よって巡回
A-加群 M はあるイデアル a によってM ∼= A/a であり，0 → a → A → A/a → 0 は完全列より

TorA1 (A,N) TorA1 (A/a, N) a ⊗A N A⊗A N
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は完全列であり，A は平坦より TorA1 (A,N) = 0 となる．このことから A のすべてのイデアル a に対
し a ⊗A N → A ⊗A N が単射ならば TorA1 (A/a, N) = 0 より N は平坦であることが従う．ゆえに a

が有限生成イデアルの場合に帰着すれば良いが，命題 2.19 の iv) =⇒ iii) の証明と同様である．
27. i) =⇒ ii) x ∈ A とする．このとき A/(x) は平坦 A-加群であるので，α : (x)⊗A (A/(x)) → A/(x) は
単射である．さらに Im(α) = 0 となるので (x) ⊗A (A/(x)) = 0 であり，演習問題 2 より (x)/(x2) ∼=
(x) ⊗A (A/(x)) = 0 となるので (x) = (x2) であることが従う．
ii) =⇒ iii) x ∈ A とする．このとき，(x) = (x2) よりある a ∈ A によって x = ax2 となるので
e = ax とすると，e2 = a2x2 = ax = e となり e はベキ等元である．また x = ax2 = ex より (e) = (x)
となる．e, f ∈ A をベキ等元とすると，第 1 章，演習問題 11 iii) と同様に (e, f) = (e+ f − ef) が成
り立つ．ゆえにすべての有限生成イデアルは単項であり，ベキ零元 e によって生成される．よって第 1
章，演習問題 22 iii) =⇒ ii) と同様に A ∼= (e) ⊕ (1 − e) が成り立つので，(e) は A の直和因子である．
iii) =⇒ i) N を A-加群とする．A のすべての有限生成イデアル a に対し p : A → a を射影とする．
x ∈ A に対し ϕ(x) = (p(x), x̄) によって ϕ : A → a ⊕ (A/a) を定めると ϕ は同型写像である．実際，
x ∈ Ker(ϕ) に対し x ∈ a であり p(x) = 0 ゆえ x = 0 より ϕ は単射であり，(y, z) ∈ a ⊕ (A/a) に対
し p(y) = y，p(p(z)) = p(z) より ϕ(y + z − p(z)) = (p(y + z − p(z)), y + z − p(z)) = (y, z) となる
ので ϕ は全射であるので，ϕ は同型写像となる*3．よって A ∼= a⊕ (A/a) で A が平坦より，演習問題
4 から A/a は平坦ゆえ TorA1 (A/a, N) = 0 となる．よって演習問題 26 より N は平坦である．

28. ブール環はすべての元がベキ等元であるので，すべての単項イデアルはベキ等である．よって演習問題
27 よりブール環は絶対平坦である．第 1 章，演習問題 7 の環 A は x ∈ A に対しある整数 n > 1 が存
在して xn = x を満たす．よって x = xn = xn−2x2 より (x) = (x2) が成り立つので，演習問題 27 よ
り A は絶対平坦である．絶対平坦である環 A の準同型写像による像について，すべての A のイデア
ル a に対し A/a が絶対平坦であることを示せばよい．A/a の単項イデアル (x) に対し，演習問題 27
より A の単項イデアル (x) はベキ等であるので (x) もベキ等となる．ゆえに演習問題 27 から A/a は
絶対平坦である．局所環 A が絶対平坦であるとき，A の極大イデアルを m とする．x ∈ m に対し，演
習問題 27 ii) =⇒ iii) よりベキ等元 e ∈ A が存在して (e) = (x) となるので，第 1 章，演習問題 12 よ
り e = 0, 1 となる．e ∈ m より e = 0 となるので x = 0 となる．よって m = 0 となり A は体である．
A が絶対平坦であるとき x ∈ A を非単元とすると，演習問題 27 より (x) = (x2) ゆえある a ∈ A が
存在して x = ax2 より x(1 − ax) = 0 となる．x は非単元より 1 − ax 6= 0 ゆえ x は零因子である．
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*3 完全列の分裂に関する性質を用いると直ちに言えることである．演習問題 12，演習問題 13 についても同様である．
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