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概要
Galois 理論という，数学的対象の構造を Galois 群や基本群と呼ばれる群を用いて記述するという理論
があります．特に被覆空間の Galois 理論という，unloopable な位相空間上の被覆空間全体がなす圏を基
本群によって記述するという理論があります．これは体の Galois 理論という，体上の有限 étale 代数全体
がなす圏は絶対 Galois 群によって記述されることの類似になっています．本原稿では被覆空間の理論を紹
介したいと思います．前提知識として群論・位相空間論の初歩的な知識は仮定します．

1 被覆空間
定義 1.1 X を位相空間とする．X 上の空間とは，位相空間 Y と連続写像 p : Y → X の組のことを指す．
X 上の空間 p1 : Y1 → X から p2 : Y2 → X への射とは，連続写像 f : Y1 → Y2 であって p1 = p2 ◦ f を満た
すものを指す．

定義 1.2 X 上の空間 p : Y → X が X 上の被覆空間であるとは*1，任意の x ∈ X に対し，ある x の開近傍
V と Y の開集合の族 {Ui}i∈I が存在して p−1(V ) =

⊔
i∈I Ui かつ p|Ui : Ui → V が同相写像であることを指

す．このとき写像 p のことを被覆写像という．

定義 1.3 p : Y → X が局所同相写像であるとは，任意の y ∈ Y に対し，ある y の開近傍 U が存在して，
p(U) が X の開集合でありかつ p|U : U → p(U) が同相写像であることを指す．

問題 1.4 被覆写像は局所同相写像であること，及び局所同相写像は連続かつ開写像であることを示せ．

例 1.5 I を離散空間とし p : X × I → X を第一射影とすると p は被覆写像となる．これを自明被覆という．

例 1.6 S1 := {z ∈ C | |z| = 1} とするとき，p : R→ S1 を p(x) = e2πxi と定めると p は被覆写像となる．

命題 1.7 p : Y → X を被覆空間とするとき X が連結*2ならば p−1(x) の濃度は x ∈ X によらない．

証明 x0 ∈ X を 1 つ取って固定する．X の部分集合 A := {x ∈ X | #p−1(x) = #p−1(x0)} が開かつ閉で
あることを示せばよい．任意の x ∈ A に対し，ある x の開近傍 V と Y の開集合の族 {Ui}i∈I が存在して
p−1(V ) =

⊔
i∈I Ui かつ p|Ui

: Ui → V は同相写像である．このとき V ⊆ A が成り立つので A は X の開集
合である．A が X の閉集合であることは，X \A に対して同様の議論をすることによってわかる．

*1 本来は位相空間 Y と連続写像 p : Y → X の組として書くべきではあるが，以降，Y を省略して p : Y → X と書くことにする．
*2 本原稿では空集合は連結でも弧状連結でもないとする．
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系 1.8 p : Y → X を被覆空間とするとき Y 6= ∅ かつ X が連結ならば p は全射である．

定義 1.9 G を群，X を位相空間とし Aut(X) を X の自己同相群とする．群 G の位相空間 X への (左) 作
用とは，群準同型 α : G→ Aut(X) のことを指す．g ∈ G に対し，α(g) : X → X のことを元 g の (左) 作用
といい，x ∈ X に対し g · x := α(g)(x) と書く．

注意 1.10 α は群準同型より G の単位元 e，任意の g, h ∈ G，x ∈ X に対し

e · x = x, (gh) · x = g · (h · x) (1)

が成り立つ．逆に各 g ∈ G に対し同相写像 X → X; x 7→ g · x を (1) を満たすように定義することで G の位
相空間 X への作用を定めることができる．

記法 1.11 群 G の位相空間 X への作用が与えられたとき，x, y ∈ X に対して，ある g ∈ G が存在して
y = g · x となるとき x ∼ y と関係を定義すると，これは同値関係であり，商空間 X/∼ のことを G\X と書
く．また G の部分集合 S と X の部分集合 A に対し S ·A = {g · x | g ∈ S, x ∈ A} と表すことにする．

補題 1.12 群 G の位相空間 X への作用 α が与えられたとき，射影 pG : X → G\X は開写像である．

証明 X の開集合 U に対し pG(U) が G\X の開集合であること，すなわち p−1
G (pG(U)) が X の開集合で

あることを示せばよい．実際

p−1
G (pG(U)) =

∪
x∈U

p−1
G (pG(x)) =

∪
x∈U

G · x =
∪

g∈G

g · U

となるが，α(g) は同相写像であり g · U = α(g)(U) は開集合であるから p−1
G (pG(U)) は開集合である．

2 Galois 被覆空間
定義 2.1 位相空間 X が局所連結 (resp. 局所弧状連結) であるとは，任意の x ∈ X と x の開近傍 V に対し
x の連結 (resp. 弧状連結) な開近傍 U が存在して U ⊆ V なることを指す．

問題 2.2 X が局所連結 (resp. 局所弧状連結) ならば X の被覆空間も局所連結 (resp. 局所弧状連結) であ
ること，また X が局所弧状連結ならば X が連結であることと弧状連結であることは同値であることを示せ．

この節において，以下 X を連結かつ局所連結な位相空間とする．

記法 2.3 X 上の空間 p : Y → X に対し，Aut(Y/X) := {f ∈ Aut(Y ) | p ◦ f = p} と表す．

命題 2.4 p : Y → X を被覆空間，G を群とし，群準同型 G→ Aut(Y/X) が与えられてる，すなわち被覆空
間 p : Y → X に G が作用しているとすると，p と G が誘導する写像 p̄G : G\Y → X は被覆写像である．

証明 x ∈ X に対し x の連結な開近傍 V と Y の開集合族 {Ui}i∈I が存在して p−1(V ) =
⊔

i∈I Ui かつ
p|Ui

: Ui → V は同相写像である．pG : Y → G\Y を射影とし，Vi := pG(Ui) とすると補題 1.12 より Vi は
G\Y の開集合であり，p̄−1

G (V ) = pG(p−1
G (p̄−1

G (V ))) = pG(
⊔

i∈I Ui) =
∪

i∈I Vi となる．pG|Ui
: Ui → Vi は

連続かつ開写像であり p̄G ◦ pG|Ui
: Ui → V は同相写像であることから pG|Ui

: Ui → Vi は同相写像である．
よって p̄G|Vi : Vi → V は同相写像である．ここで Ui たちは連結であるので各 g ∈ G，i ∈ I に対しある
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j ∈ I が存在して g · Ui = Uj となる．ゆえに i, j ∈ I に対しある g ∈ G が存在して g · Ui = Uj となるとき
i ∼ j と関係を定めると，この関係は同値関係であり，i ∼ j ならば Vi = Vj であり，i 6∼ j ならば Vi ∩Vj = ∅
となる．よって I/∼ の完全代表系を J とすると p̄−1

G (V ) =
⊔

i∈J Vi となるので p̄G は被覆写像である．

定義 2.5 X 上の被覆空間 p : Y → X が X の Galois 被覆空間であるとは，Y が連結であって p と
Aut(Y/X) によって誘導される写像 p̄Aut(Y/X) : Aut(Y/X)\Y → X が同相写像であるものを指す．

定義 2.6 p : Y → X を被覆空間とする．p : Y → X の中間被覆空間とは，X 上の被覆空間 q : Z → X とX

上の空間の射 f : Y → Z の組のことを指す．

定理 2.7 p : (Y, y)→ (X, x) を基点つき Galois 被覆空間*3とするとき，次の 1 対 1 対応がある*4．

{p の基点つき連結な中間被覆空間 }/∼=(X, x) 上の基点つき空間 ←→ {Aut(Y/X) の部分群 }
(Z, z) 7−→ Aut(Y/Z)

(H\Y, pH(y)) ←−[ H

補題 2.8 p : Y → X を被覆空間，Z を連結な位相空間とする．連続写像 f, g : Z → Y が p ◦ f = p ◦ g を満
たし，ある z ∈ Z に対し f(z) = g(z) ならば f = g である．

証明 Z の部分集合 A := {z ∈ Z | f(z) = g(z)} が開かつ閉であることを示せばよい．任意の z ∈ A に対し
x := (p◦f)(z) = (p◦g)(z) とおくと x の開近傍 V と Y の開集合族 {Ui}i∈I が存在して，p−1(V ) =

⊔
i∈I Ui

かつ p|Ui
: Ui → V は同相写像である．ある i ∈ I が存在して f(z) = g(z) ∈ Ui であり p|Ui

: Ui → V が同
相写像であることから z の開近傍 W := f−1(Ui)∩ g−1(Ui) において f = g となるので W ⊆ A となり A は
開集合である．一方 z ∈ Z \A に対し x := (p ◦ f)(z) = (p ◦ g)(z) の開近傍 V と Y の開集合族 {Ui}i∈I を同
様に定めると，相異なる i, j が存在して f(z) ∈ Ui，g(z) ∈ Uj であり z の開近傍 W ′ := f−1(Ui) ∩ g−1(Uj)
はW ′ ⊆ Z \A を満たすので A は閉集合である．

命題 2.9 p : (Y, y)→ (X, x) を基点つき連結な被覆空間とするとき，e : Aut(Y/X)→ p−1(x); f 7→ f(y) は
単射である．また p : Y → X が Galois 被覆空間であることと，e が全単射であることは同値である．

証明 e が単射であることは補題 2.8 より従う．p : Y → X が Galois 被覆空間であるとき，任意の
y′ ∈ p−1(x) に対し pAut(Y/X) : Y → Aut(Y/X)\Y を射影とすると pAut(Y/X)(y) = pAut(Y/X)(y′) より
f ∈ Aut(Y/X) が存在して f(y) = y′ となるので e は全射である．逆に e が全射であるとき，任意の
y′ ∈ p−1(x) に対し f ∈ Aut(Y/X) が存在して f(y) = y′ より p̄Aut(Y/X) : Aut(Y/X)\Y → X は同相写像
となるので p : Y → X は Galois 被覆空間である．

命題 2.10 p : (Y, y) → (X, x) を基点つき連結な被覆空間とし，H を Aut(Y/X) の部分群とするとき，
Aut(Y/(H\Y )) = H が成り立つ．

証明 H ⊆ Aut(Y/(H\Y )) は明らかに成り立つ．任意の ϕ ∈ Aut(Y/(H\Y )) に対しある g ∈ H が存在し
て ϕ(y) = g(y) であり，Y の連結性と補題 2.8 から ϕ = g ∈ H となり Aut(Y/(H\Y )) ⊆ H となる．

*3 p : Y → X が Galois 被覆空間であって p(y) = x を満たすものこと．以降，断りなく「基点つき」という用語を用いる．
*4 本来は被覆写像や (X, x) 上の基点つき空間の射を記述するべきではあるが記号が多くなり見にくくなってしまうため省略した．
また p1 : Y1 → X と p2 : Y2 → X が X 上の空間として同型であるとは，X 上の空間の射 f : Y1 → Y2，g : Y2 → Y1 が存在
し g ◦ f = idY1，f ◦ g = idY2 となることを指す (基点つき空間についても考察せよ)．同型の記号を ∼= と表すことにする．
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補題 2.11 p : Y → X，q : Z → X を被覆空間とすると，X 上の空間の射 f : Y → Z は被覆写像である．

証明 任意の z ∈ Z に対し x := q(z) とすると，ある x の連結な開近傍 V と Y の開集合族 {Ui}i∈I が存
在して p−1(V ) =

⊔
i∈I Ui かつ p|Ui

: Ui → V は同相写像である．また Z の開集合族 {Vj}j∈J が存在して
q−1(V ) =

⊔
j∈J Vj かつ q|Vj

: Vj → V は同相写像である．よって連結性より各 Ui に対しある j ∈ J が存在
して f(Ui) ⊆ Vj であり q|Vj が同相写像であることから f(Ui) = Vj となる．よって j ∈ J を z ∈ Vj なるも
のとし I ′ := {i ∈ I | f(Ui) = Vj} とすると f−1(Vj) =

⊔
i∈I′ Ui かつ f |Ui

: Ui → Vj は同相写像となる．

命題 2.12 p : (Y, y) → (X, x) を基点つき Galois 被覆空間とし，q : (Z, z) → (X, x) と f : (Y, y) → (Z, z)
を p : (Y, y)→ (X, x) の基点つき連結な中間被覆空間とする．このとき f : (Y, y)→ (Z, z) は基点つき Galois
被覆空間である．

証明 補題 2.11 より f は被覆写像である．任意の y′ ∈ f−1(z) に対し y′ ∈ p−1(x) であり p : Y → X は
Galois 被覆空間なので命題 2.9 より ϕ ∈ Aut(Y/X) が存在して y′ = ϕ(y) となる．q ◦ (f ◦ ϕ) = q ◦ f であ
り (f ◦ ϕ)(y) = f(y) より補題 2.8 から f ◦ ϕ = f ゆえ ϕ ∈ Aut(Y/Z) となるので命題 2.9 より f : Y → Z

は Galois 被覆空間である．

定理 2.7 の証明 命題 2.10 と命題 2.12 より，p の基点つき連結な中間被覆空間 q : (Z, z) → (X, x)，
f : (Y, y) → (Z, z) と q′ : (Z ′, z′) → (X, x)，f ′ : (Y, y) → (Z ′, z′) が (X, x) 上の基点つき空間として同
型であるときに Aut(Y/Z) = Aut(Y/Z ′) であることを示せばよい．(X, x) 上の基点つき空間の同型射
ϕ : (Z, z)→ (Z ′, z′) をとると，q′ ◦ f ′ = q ◦ f = q′ ◦ (ϕ ◦ f) であり f ′(y) = (ϕ ◦ f)(y) ゆえ Y の連結性と補
題 2.8 から f ′ = ϕ ◦ f となる．このことから Aut(Y/Z) = Aut(Y/Z ′) であることがわかる．

命題 2.13 定理 2.7 において，p の基点つき連結な中間被覆空間 q : (Z, z)→ (X, x)，f : (Y, y)→ (Z, z) と
Aut(Y/X) の部分群 H が対応しているとする．σ ∈ Aut(Y/X) に対し，zσ := (f ◦ σ)(y) として p の基点つ
き連結な中間被覆空間 q : (Z, zσ)→ (X, x)，f ◦ σ : (Y, y)→ (Z, zσ) と Aut(Y/X) の部分群 σ−1Hσ は対応
する．特に，q : Z → X が Galois 被覆空間であることとH が Aut(Y/X) の正規部分群であることは同値で
あり，さらにこのとき Aut(Z/X) は Aut(Y/X)/H と同型である．

証明 (Z, zσ) に対応する Aut(Y/X) の部分群を H ′ とするとき

ϕ ∈ H ′ ⇐⇒ f ◦ σ = (f ◦ σ) ◦ ϕ ⇐⇒ f = f ◦ (σ ◦ ϕ ◦ σ−1) ⇐⇒ σ ◦ ϕ ◦ σ−1 ∈ H ⇐⇒ ϕ ∈ σ−1Hσ

より H ′ = σ−1Hσ となり 1 番目の主張が成り立つ．2 番目の主張は Z → X が Galois 被覆空間である
ことと任意の σ ∈ Aut(Y/X) に対し (Z, z) と (Z, zσ) が (X, x) 上の基点つき空間として同型であることが
同値であることを示せばよい．q : Z → X が Galois 被覆空間であるとき，任意の σ ∈ Aut(Y/X) に対し
zσ ∈ q−1(x) ゆえ命題 2.9 より ϕ ∈ Aut(Z/X) が存在して ϕ(z) = zσ となる．よって (Z, z) と (Z, zσ) は
(X, x) 上の基点つき空間として同型である．一方，任意の σ ∈ Aut(Y/X) に対し (Z, z) と (Z, zσ) が (X, x)
上の基点つき空間として同型であるとき，任意の z′ ∈ q−1(x) に対し y′ ∈ f−1(z′) をとると y′ ∈ p−1(x) で
あり p : Y → X が Galois 被覆空間であるから命題 2.9 より σ ∈ Aut(Y/X) が存在して y′ = σ(y) であり
z′ = f(y′) = (f ◦ σ)(y) = zσ となる．よって (Z, z) と (Z, z′) は (X, x) 上の基点つき空間として同型である
ので ϕ ∈ Aut(Z/X) が存在して ϕ(z) = z′ となる．よって命題 2.9 より q : Z → X は Galois 被覆空間であ
る．3 番目の主張は H が Aut(Y/X) の正規部分群より Aut(Y/X)→ Aut((H\Y )/X) が誘導されることか
ら同型定理より成り立つ．
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3 基本群
定義 3.1 X を位相空間とする．連続写像 f : [0, 1]→ X のことを道といい f(0) を始点，f(1) を終点という．

定義 3.2 始点と終点を共有する道 f, g が道ホモトピックであるとは，ある連続写像 h : [0, 1] × [0, 1] → X

が存在して，任意の t ∈ [0, 1] に対し h(t, 0) = f(0) = g(0) かつ h(t, 1) = f(1) = g(1) を満たし，任意の
y ∈ [0, 1] に対し h(0, y) = f(y) かつ h(1, y) = g(y) を満たすもののことを指す．写像 h を道 f, g の間の道
ホモトピーという．f, g が道ホモトピックであることを f ' g と表す．

問題 3.3 道ホモトピックという関係は道全体の集合上の同値関係であることを示せ．

定義 3.4 f, g を f の始点と g の終点が一致する，すなわち f(0) = g(1) なる道とするとき，f と g の積
とは，

(f · g)(x) =

{
g(2x) (0 ≤ x ≤ 1/2)
f(2x− 1) (1/2 ≤ x ≤ 1)

で定義される道 f · g のことを指す．f の逆とは，f−1(x) = f(1− x) で定義される道 f−1 のことを指す．

問題 3.5 f1, f2, g1, g2 を f1 ' f2，g1 ' g2 であるような道とし，f1 · g1 が定義できるとする．このとき
f2 · g2 が定義できて f1 · g1 ' f2 · g2 であることを示せ．また f−1

1 ' f−1
2 であることを示せ．

記法 3.6 道 f の ' による同値類を [f ] と表す．すなわち [f ] は f と道ホモトピックな道全体の集合とする．

問題 3.7 (X, x) を基点つき空間とする．始点と終点を x とする道全体の ' による同値類の集合は，
[f ] · [g] = [f · g] によって定義される演算によって群となることを示せ．

定義 3.8 問題 3.7 の群を基点つき空間 (X, x) の基本群または 1 次ホモトピー群といい π1(X, x) と表す．

注意 3.9 f : (X, x)→ (Y, y)を基点つき連続写像とするとき，群準同型 f∗ : π1(X, x)→ π1(Y, y); [u] 7→ [f◦u]
が誘導される．

注意 3.10 X を位相空間，x, y ∈ X とし，x を始点，y を終点とする道 f が存在すると仮定する．このとき
π1(X, x)→ π1(X, y); [g] 7→ [f · g · f−1] は群同型である．特に X が弧状連結な位相空間のとき π1(X, x) は
x ∈ X によらず同型である．

定義 3.11 位相空間 X が単連結であるとは，X が弧状連結であり，任意の x ∈ X に対し π1(X, x) が自明
群，すなわち π1(X, x) が単位元のみからなる群であるようなもののことを指す．

補題 3.12 p : (Y, y)→ (X, x) を基点つき被覆空間とする．

(1) f : [0, 1]→ X を f(0) = x なる道とするとき，道 f̃ : [0, 1]→ Y であって f̃(0) = y かつ p ◦ f̃ = f な
るものが一意に存在する．

(2) f, g : [0, 1]→ X を道ホモトピックであって f(0) = g(0) = x なるものとし，h を道 f, g の間の道ホモ
トピーとする．f̃ , g̃ を (1) により存在する道とすると f̃ , g̃ の間の道ホモトピー h̃ : [0, 1] × [0, 1] → Y

が一意に存在する．特に f̃(1) = g̃(1) である．
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証明 (1) 条件を満たす f̃ が存在すれば一意であることは，補題 2.8 より従う．p が自明被覆のとき f̃ は明
らかに存在する．X の開集合 U であって，p−1(U)→ U が自明被覆となるようなもの全体を U とす
ると U は X の開被覆であり，[0, 1] のコンパクト性より，正の整数 n が存在して i = 1, . . . , n に対し
f([(i− 1)/n, i/n]) はある U ∈ U に含まれる*5．f([0, 1/n]) ⊆ U なる U ∈ U をとると p−1(U)→ U

が自明被覆であることから，連続写像 f̃1 : [0, 1/n]→ Y であって，p◦ f̃1 = f |[0,1/n] かつ f̃1(0) = y なる
ものが一意に存在する．また f([1/n, 2/n]) ⊆ V なる V ∈ U をとると，連続写像 f̃2 : [1/n, 2/n]→ Y

であって，p ◦ f̃2 = f |[1/n,2/n] かつ f̃2(1/n) = f̃1(1/n) なるものが一意的に存在する．このようにして
f̃i : [(i − 1)/n, i/n] → Y (i = 1, . . . , n) を構成する．このとき，f̃ : [0, 1] → Y を t ∈ [(i − 1)/n, i/n]
のとき f̃(t) = f̃i(t) とすると，f̃ は連続であり条件を満たす．

(2) h を f と g の間の道ホモトピーとして，f̃ を構成したのと同様に h̃ を構成するとこれが f̃ と g̃ の間
の道ホモトピーとなっている．h̃ の一意性は補題 2.8 より従う．

定義 3.13 p : Y → X を被覆空間とし，x ∈ X とする．α ∈ π1(X, x) と y ∈ p−1(x) に対し，l を α の
代表元とすると補題 3.12 より Y 上の道 l̃ であって l̃(0) = y かつ p ◦ l̃ = l なるものが存在する．ここで
α · y := l̃(1) と定義すると補題 3.12 より α の代表元の取り方によらない．これによって π1(X, x) の p−1(x)
への作用*6が定まる (確かめよ)．この作用をモノドロミー作用という．

命題 3.14 p : Y → X，q : Z → X を被覆空間とし，x ∈ X とする．f : Y → Z を X 上の空間の射とすると
き，制限写像 f |p−1(x) : p−1(x)→ q−1(x) は π1(X, x) 同変写像である．すなわち α ∈ π1(X, x)，y ∈ p−1(x)
に対し f(α · y) = α · f(y) が成り立つ．

証明 l を α の代表元とし l̃ を Y 上の道であって l̃(0) = y かつ p ◦ l̃ = l なるものとすると f ◦ l̃ は Z 上の
道であって (f ◦ l̃)(0) = f(y) かつ q ◦ (f ◦ l̃) = l であるので α · f(y) = (f ◦ l̃)(1) = f(α · y) となる．

4 普遍被覆空間
定義 4.1 (X, x) を基点つき空間とする．(X, x) 上の普遍被覆空間とは，基点つき被覆空間 π : (X̃, x̃) →
(X, x) であって，任意の (X, x) 上の基点つき被覆空間 p : (Y, y)→ (X, x) に対し，(X, x) 上の基点つき空間
の射 f : (X̃, x̃)→ (Y, y) が一意に存在するようなものを指す．

注意 4.2 X̃ が連結ならば補題 2.8 より f は存在すれば一意であることがわかる．

注意 4.3 π : (X̃, x̃)→ (X, x) を普遍被覆空間とし，p : Y → X を被覆空間とする．X̃ から Y への X 上の
空間の射全体の集合を HomX(X̃, Y ) と表すと HomX(X̃, Y )→ p−1(x); f 7→ f(x̃) は全単射である．

命題 4.4 X を連結かつ局所連結とし π : (X̃, x̃) → (X, x) を普遍被覆空間とする．このとき π : X̃ → X は
Galois 被覆空間である．

証明 X̃ が連結であることを示す．x̃ を含む X̃ の連結成分を X̃0 とし X̃0 = X̃ を示せばよい．X は局
所連結であるので π|X̃0

: (X̃0, x̃) → (X, x) は基点つき被覆空間である．よって (X, x) 上の基点つき空間の

*5 コンパクト距離空間の開被覆に対し δ > 0 が存在して直径が δ 未満の部分集合はある被覆の元に含まれるという性質を用いる．
*6 p−1(x) には離散位相を入れる．以降，集合を位相空間とみなすときには離散位相を入れることにする．
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射 f : (X̃, x̃) → (X̃0, x̃) が一意に存在する．また包含写像 i : (X̃0, x̃) → (X̃, x̃) は (X, x) 上の基点つき空
間の射であるので i ◦ f : (X̃, x̃) → (X̃, x̃) は (X, x) 上の基点つき空間の射である．よって一意性によって
i ◦ f = idX̃ となるので i は全射であり X̃0 = X̃ となる．
任意の x̃′ ∈ π−1(x) に対し π : (X̃, x̃′) → (X, x) は被覆空間であるので (X, x) 上の基点つき空間の射

f : (X̃, x̃) → (X̃, x̃′) が一意に存在する．f は被覆写像であるので f は全射であり，x̃′′ ∈ f−1(x̃) をとると
π : (X̃, x̃′′)→ (X, x) は被覆空間であるので (X, x) 上の基点つき空間の射 g : (X̃, x̃)→ (X̃, x̃′′) が一意に存在
する．よって f ◦ g : (X̃, x̃)→ (X̃, x̃) は (X, x) 上の基点つき空間の射であるので一意性によって f ◦ g = idX̃

となる．ゆえに g は全単射である．よって f は全単射となるので f ∈ Aut(X̃/X) となる．

命題 4.5 X を局所弧状連結とする．基点つき単連結な被覆空間 π : (X̃, x̃)→ (X, x) は普遍被覆空間である．

証明 任意の (X, x) 上の基点つき被覆空間 p : (Y, y) → (X, x) をとる．x̃′ ∈ X̃ に対し X̃ は弧状連結より
x̃ から x̃′ への道 l が存在する．このとき π ◦ l は x を始点とする道であるので，補題 3.12 より y を始点
とする道 m が存在する．f : X̃ → Y を f(x̃′) = m(1) とすると X̃ は単連結ゆえ l の取り方によらず定まり
f(x̃) = y である．X の局所弧状連結性より f が局所同相写像であることがわかるので f は連続である．

定義 4.6 群 G の反対群 Gop とは台集合 Gop = {gop | g ∈ G} に gop · hop = (hg)op (g, h ∈ G) によって積
を定義した群のことを指す．

定理 4.7 X を連結かつ局所弧状連結とし π : (X̃, x̃) → (X, x) を基点つき単連結な被覆空間とする．
α ∈ π1(X, x) に対し ϕα ∈ Aut(X̃/X) を ϕα(x̃) = α · x̃ なるものとして補題 2.8 より一意に定めると
h : π1(X, x)→ Aut(X̃/X)op; α 7→ ϕα は群同型写像である．

証明 ϕ ∈ Aut(X̃/X) に対し X̃ は弧状連結より x̃ から ϕ(x̃) への道 l が存在するので Aut(X̃/X) →
π1(X, x); ϕ 7→ [π ◦ l] と定めると X̃ は単連結ゆえ l の取り方によらず定まり，h の逆写像であるので h は全
単射である．群準同型であることは命題 3.14 より α, β ∈ π1(X, x) に対し

(ϕβ ◦ ϕα)(x̃) = ϕβ(α · x̃) = α · ϕβ(x̃) = α · (β · x̃) = (αβ) · x̃ = ϕαβ(x̃)

より ϕβ ◦ ϕα = ϕαβ となることから従う．

定義 4.8 X が半局所単連結であるとは，任意の x ∈ X に対し，ある x の開近傍 U が存在して包含写像か
ら誘導される射 π1(U, x)→ π1(X, x) が自明射，すなわち任意の元を単位元にうつす射であることを指す．

定理 4.9 X を連結かつ局所弧状連結な位相空間とするとき，X が半局所単連結であることと，X の単連結
な被覆空間が存在することは同値である．

証明 単連結な被覆空間 π : X̃ → X が存在するとする．このとき，任意の x ∈ X に対し，x の開近傍 U と
X̃ の開集合 Ũ が存在し，π|Ũ : Ũ → U は同相写像となる．[f ] ∈ π1(U, x) に対し，f̃ := π|−1

Ũ
◦ f とすると

f̃(0) = f̃(1) であり，X̃ は単連結より [f̃ ] は π1(X̃, f̃(0)) の単位元である．ゆえに π ◦ f̃ = f より，[f ] は
π1(X, x) の単位元となる．したがって π1(U, x)→ π1(X, x) は自明射となる．

X が半局所単連結であるとする．x ∈ X を一つとって固定する．基点つき単連結な被覆空間 π : (X̃x, x̃)→
(X, x) を構成する．

X̃x := {[f ] | f は始点を x とする X 上の道}

とし，x̃ ∈ X̃x を x に値をとる定値写像の同値類と定義する．また π : X̃x → X を，π([f ]) := f(1) と

7



定義する．このとき π(x̃) = x である．U を弧状連結な開集合 U ⊆ X であって，ある u ∈ U に対し
π1(U, u) → π1(X, u) が自明射になるようなものの集合とするとき U は X の開基である．実際 O を X

の開集合とするとき，任意の x ∈ O に対し，X は半局所単連結であるので，x の開近傍 V が存在し，
π1(V, x)→ π1(X, x) は自明射となる．V ∩O は x の開近傍であることとX の局所弧状連結性より x の弧状
連結開近傍 U が存在して U ⊆ V ∩O である．U ⊆ V であることから π1(U, x)→ π1(X, x) は自明射である
ので U ∈ U であり，x ∈ U ⊆ O であることから U は X の開基となる．

U ∈ U，[f ] ∈ X̃x で f の終点が U に属するものに対し，

U[f ] := {[η · f ] | η は始点が f の終点と一致する U 上の道}

とする．Ũ を U[f ] の形全体の集合とすると，Ũ は開基として X̃x に位相を与えることができる．実際，任
意の [f ] ∈ X̃x に対し，U は X の開基より U ∈ U が存在して f の終点は U に属するので，[f ] ∈ U[f ] と
なることから，Ũ は X̃x を被覆する．U[f ], V[g] ∈ Ũ，[h] ∈ U[f ] ∩ V[g] に対し，U[h] = U[f ]，V[g] = V[h] で
ある．h の終点は U ∩ V に属すことから，U が X の開基より，W ∈ U が存在して，h の終点は W に属
し，W ⊆ U ∩ V である．ゆえに [h] ∈W[h] ⊆ U[h] ∩ V[h] = U[f ] ∩ V[g] となる．よって X̃x に Ũ を開基とし
て位相が定められる．U ∈ U に対し π−1(U) =

⊔
[f ] U[f ] であり，π|U[f] : U[f ] → U は同相写像であるから

π : X̃x → X は被覆写像である．
X̃x が弧状連結であることを示す．[f ] ∈ X̃x に対し，m : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] を m(s, t) = st とすると，

f ◦m は連続であり，fs := f ◦m|{s}×[0,1] は fs(0) = x となるので，αf : [0, 1]→ X̃x を αf (s) = [fs] と定
義すると，αf は連続であり，αf (0) = x̃，αf (1) = [f1] = [f ] となるので X̃x は弧状連結である．
最後に X̃x が単連結であることを示す．[g̃] ∈ π1(X̃x, x̃) に対し，g := π ◦ g̃ : [0, 1] → X とすると

g(0) = g(1) = x であり，gs := g ◦ m|{s}×[0,1] とし，αg : [0, 1] → X̃x を αg(s) = [gs] と定義する．
(π ◦ αg)(s) = π([gs]) = gs(1) = g(s) より π ◦ αg = g なので補題 3.12 より αg = g̃ となる．[g] = [g1] =
αg(1) = g̃(1) = x̃ となるので，[g] は π1(X, x) の単位元となる．よって補題 3.12 より g̃ は π1(X̃x, x̃) の単
位元となる．したがって π1(X̃x, x̃) は自明群となる．

定義 4.10 X が unloopable であるとは，X が連結かつ局所弧状連結かつ半局所単連結であることを指す．

系 4.11 X を unloopable とすると次の 1 対 1 対応がある．

{(X, x) 上の基点つき連結な被覆空間 }/∼=(X, x) 上の基点つき空間 ←→ {π1(X, x) の部分群 }

5 圏による定式化
以下 X を unloopable とする．

記法 5.1 X 上の被覆空間と X 上の空間の射からなる圏を CovX，群 G の (左) 作用が入った集合と G 同
変写像からなる圏を G-Set と表す．

定義 5.2 定義 3.13，命題 3.14 より，x ∈ X に対し関手

Fibx : CovX −→ π1(X, x)-Set
(p : Y → X) 7−→ p−1(x)

を定めることができる．この関手をファイバー関手という．
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定理 5.3 ファイバー関手 Fibx は CovX と π1(X, x)-Set の間の圏同値を与える．

証明 π : X̃x → X を単連結な被覆空間とする．S を π1(X, x)の作用が入った集合とするとき，α ∈ π1(X, x)
に対し X̃x × S → X̃x × S; (x̃, f) 7→ (ϕ−1

α (x̃), α · f)) とすることで X̃x × S に π1(X, x) の作用を入れる．こ
のとき射影と π との合成 X̃x×S → X̃x → X は被覆写像 π1(X, x)\(X̃x×S)→ X を誘導する．ゆえに関手

Γ: π1(X, x)-Set −→ CovX

S 7−→ (π1(X, x)\(X̃x × S)→ X)

が定まる．これが Fibx の準逆関手となっている．実際に準逆関手であることの確認は演習問題とする．

付録 A 体の Galois 理論
ここでは体の Galois 理論における類似点を述べる．詳しくは参考文献 [1, 3, 6, 8] などを参照されたい．

定義 A.1 A を環*7とする．A 上の代数とは，環 B と環準同型 f : A → B の組のことを指す．A 上の代数
f : A→ B から g : A→ C への射とは，環準同型 h : B → C であって g = h ◦ f を満たすものを指す．

以下，K を体とし K の分離閉包 Ksep を一つ固定する．

定義 A.2 K 上の代数 f : K → L が体の拡大であるとは，L が体であることを指す．これを L/K と表す．

定義 A.3 K 上の代数 f : K → A が étale代数であるとは，A が K 上代数的であり，かつ任意の A の元に
対しそのK 上の最小多項式が Ksep で重根を持たない 1 次式に分解されるもののことを指す．

命題 A.4 K 上の代数 f : K → A が étale 代数であることと A がある K の分離代数拡大体の有限直積環と
同型であることは同値である．またこのとき A が連結な環ならば f : K → A は分離代数拡大である．

定義 A.5 体の代数 L/K と Aut(L/K) の部分群 H に対し

LH = {x ∈ L | すべての σ ∈ H に対し σ(x) = x}

と表す．体の拡大 L/K が Galois拡大であるとは，K → LAut(L/K) が同型写像であるものを指す．L/K が
Galois 拡大であるとき Aut(L/K) を Galois 群といい，Gal(L/K) と表す．

命題 A.6 Galois 拡大 L/K は分離代数拡大である．特に K → L は étale 代数である．

定理 A.7 L/K を Galois 拡大とし，Gal(L/K) に Krull 位相を入れるとき，次の 1 対 1 対応がある．

{L への射つき K 上の拡大体 }/∼=L への射を保つ K 代数 ←→ {Gal(L/K) の閉部分群 }
M 7−→ Gal(L/M)
LH ←−[ H

定理 A.8 GK = Gal(Ksep/K) を K の絶対 Galois 群とする．このとき FEtK を有限 étale K 代数全体の
なす圏とし，GK-FSet を GK が連続に作用する有限集合全体の圏とするとき，反変関手

FEtK −→ GK-FSet
A 7−→ Hom(A, Ksep)

*7 本原稿では環といえば単位元をもつ可換環のこととし，環準同型は単位元を単位元にうつすもののこととする．
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は 2 つの圏の間の反圏同値を与える．

以上で挙げたことから体の Galois 理論と被覆空間の Galois 理論の間の類似点がわかると思うが，あえて
表にするのであれば次のような対応があるように思える*8．

表 1 体の Galois 理論と被覆空間の Galois 理論との比較

体の Galois 理論 被覆空間の Galois 理論
K 上の代数 X 上の空間

K 上の étale 代数 X 上の被覆空間
K 上の分離代数拡大体 X 上の連結な被覆空間

K 上の Galois 拡大 X 上の Galois 被覆空間
K から分離閉体 Ω への射 1 点集合 ∗ から X への射

K の分離閉包 X 上の単連結な被覆空間
K の絶対 Galois 群 X の基本群
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